Optimal decay rates of the compressible fluid models of Korteweg type by 张荣芳
学校编码：10384 分类号 密级
学号：19020091152278 UDC
硕 士 学 位 论 文
可压 Korteweg方程的最佳衰减估计
Optimal decay rates of the compressible fluid
models of Korteweg type
张荣芳
指导教师姓名： 谭 忠 教授
专 业 名 称： 应 用 数 学
论文提交日期： 2012 年 5 月










































　　1、保密 （ ），在 年解密后适用本授权书。
　　2、不保密（ ）
作者签名： 日期： 年 月 日















本文考虑的是可压 Navier-Stokes-Korteweg 方程。可压 Navier-Stokes-Korteweg 方
程可用来描述可压等熵的，并具有粘性的毛细血管流的运动。本文主要通过 Guo 和







们分别建立了关于 u 和 ϱ 的第一型和第二型能量估计。在第四节中，我们得到了可压
Navier-Stokes-Korteweg方程的负 Sobolev范数估计。为了用 Hardy-Littlewood-Sobolev
不等式来估计作用了 Λ−s 后的非线性项，我们需要限制 s < 3/2，并且分 s ∈ (0, 1/2]
和 s ∈ (1/2, 3/2) 两种情况来考虑。在第五节中，我们结合前两节所得到的估计来证明
Theorem 1.1。首先，我们需要在弱意义下封闭在第三节中得到的能量估计。将其对时
间进行积分，即可得到 Theorem 1.1 中的 (1-6) 式。然后根据常规方法 [2]、局部存在
性、先验估计和连续性讨论，我们可以得到问题 (1-1) 的全局存在性。接下来，我们需

















This thesis is considered the compressible Navier-Stokes-Korteweg system, which is
used to describe the motions of the compressible isothermal viscous capillary fluids. In
this paper, we will use a general energy method developed by Guo and Wang in [1] to prove
the optimal time decay rates of the solutions to the compressible Navier-Stokes-Korteweg
system in the whole space. In particular, the optimal decay rates of the higher-order
spatial derivatives of solutions are obtained. What’s more, in our proof, the negative
Sobolev norms of the solutions to this system are shown to be preserved along time
evolution and enhance the decay rates. And we use a family of scaled energy estimates
with minimum derivative counts and interpolations among them to get the optimal decay
estimates of the solutions to the compressible Navier-Stokes-Korteweg system without
linear decay analysis.
There are there main sections in this paper, which are Chapter 3, Chapter 4, and
Chapter 5. In Chapter 3, we establish the first and second type of energy estimates for u
and ϱ. In Chapter 4, we obtain the negative Sobolev norm estimates for the compressible
Navier-Stokes-Korteweg system. We need to restrict s < 3/2 in order to use the Hardy-
Littlewood-Sobolev inequalities to estimate the nonlinear terms acted with Λ−s. What’s
more, we also need to consider the cases in s ∈ (0, 1/2] and s ∈ (1/2, 3/2). In Chapter 5,
we prove Theorem 1.1 with the help of the estimates obtained in the former two Chapters.
Firstly, we need to close the energy estimates obtained in Chapter 3 at each l− th level in
weak sense. Just by integrating it directly in time, we can obtain (1-6) of Theorem 1.1.
Then the global existence will follow in a standard way as in [2] by the local existence, a















follows by the interpolation between negative and positive Sobolev norms.
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第 一 节 引言
第 一 节 引言
1.1 模型介绍
在本文中，我们考虑可压 Navier-Stokes-Korteweg 方程的 Cauchy 问题：
∂tρ+ div(ρu) = 0,
∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) +∇p(ρ)− µ∆u− (µ+ λ)∇divu = κρ∇∆ρ,
ρ|t=0 = ρ0, u|t=0 = u0.
(1-1)
可压 Navier-Stokes-Korteweg 方程可用来描述可压等熵的、具有粘性的毛细血管流的运
动。其中 (x, t) ∈ R3 × R+，ρ(t, x), u(t, x) 分别代表流体的密度和速度。压力 p = p(ρ)
为光滑函数，且满足：当 ρ > 0 时， p′(ρ) > 0。常数 µ, λ 为粘性系数，κ 为毛细血管
系数。这些常数满足以下条件:
µ > 0, λ+
2
3
µ ≥ 0, κ > 0. (1-2)
1.2 研究历史
带扩散面的血管流理论首先由 Korteweg [3]提出，随后由 Dunn 和 Serrin [4] 得到严
格推导。到目前为止，已经有一些关于可压 Navier-Stokes-Korteweg 方程的结果。如，
Danchin，Desjardins [5] 得到了 Besov 空间中解的存在和唯一性。 Hattori 和 Li [6,7]证
明了 Sobolev 空间中古典解的局部和全局存在性。Bresch，Desjardins 和 Lin [8]，
Haspot [9] 得到了可压 Navier-Stokes-Korteweg 方程弱解的全局存在性。Kotschote [10] 证
明了强解的局部存在性。Wang 和 Tan [11]， Tan 和 Wang [12] 分别得到了没有外力作用
时，古典解和强解的最佳衰减估计。Li [13] 证明了有电场外力存在时，光滑解的最佳衰















第 一 节 引言
重要的当属 Matsumura 和 Nishida 在 [28] 得到的 R3 空间中关于可压粘性流和热传导流
的最佳 L2 收敛率
∥(ρ− ρ̄, u, θ − θ̄)(t)∥L2 ≤ C0(1 + t)−
3
4 , t ≥ 0. (1-3)
再者，如果初始的小扰动属于 H3 ∩ L1，Ponce 在 [29] 给出了最佳 Lp 收敛率






2 , t ≥ 0, (1-4)
其中 2 ≤ p ≤ ∞，且 0 ≤ k ≤ 2。如果小的初始扰动属于 Hs ∩W s,1，并且 s 为足够大
的整数，通过运用 Green 函数，在 [11,23] 中也可以得到最佳 Lp (1 ≤ p < 2) 收敛率。在
初始小扰动属于 H2时，Y. J. Wang 和 Z. Tan [27] 得到了强解的存在与唯一性；并且当
初始扰动的 L1 模有限时，得到了解及其一阶空间导数的最佳 L2 衰减估计。当外势力
存在时，在 [16,17,26] 中可以得到解的最佳 Lp (2 ≤ p < 6) 衰减估计和一阶导数的最佳 L2





本论文主要采用纯能量方法，在初始值为给定的常状态 (ρ̄, 0) 的小扰动时，得
到问题 (1-1) 的解的最佳时间衰减估计。此方法由 Guo 和 Wang [1] 提出。近来，这个
方法得到了广泛的应用。Wang 用这个方法研究了 Vlasov-Poisson-Boltzmann 方程和
Navier-Stokes-Poisson 方程，具体可参考论文 [32,33]。Tan 和 Wang 在 [34] 中，也采用了
这个方法来研究 MHD 方程。
本论文最主要的结果，可以陈述为以下定理：














第 一 节 引言
一个常数 δ0 使得：
∥ρ0 − ρ̄∥H4 + ∥u0∥H3 ≤ δ0, (1-5)














更进一步的，如果 (ρ0 − ρ̄, u0) ∈ Ḣ−s，并且 s ∈ [0, 32)，则有
∥Λ−s(ρ− ρ̄)∥2L2 + ∥Λ−su∥2L2 + ∥Λ−s∇(ρ− ρ̄)∥2L2 ≤ C0, (1-7)
和
∥∇l(ρ− ρ̄)(t)∥2HN−l+1 + ∥∇
lu(t)∥2HN−l ≤ C0(1+ t)
−(l+s), 其中 l = 0, 1, · · · , N − 1. (1-8)
Remark 1.2. 对 s < 3/2 的限制来自于当我们对问题 (1-1) 作负 Sobolev 估计时，需要
对其中的等式作用 Λ−s，并使用 Lemma 2.5 去估计非线性项。然而，当 s ≥ 3/2时，对
非线性项将不能使用 Lemma 2.5 来估计。












|∇lϱ|2 + |∇lu|2 + κ|∇l+1ϱ|2dx+
∫
R3
µ|∇∇lu|2 + (µ+ λ)|div∇lu|2dx = 0, (1-9)
其中 l = 0, · · · , N。
由 λ 和 µ 的限制条件，我们可以得到，存在一个常数 σ0 > 0 使得∫
R3














第 一 节 引言
注意到，(1-9) 和 (1-10) 仅给出了 u 的耗散估计。要想得到 ϱ 的耗散估计，我们需要对





∇lu · ∇∇lϱdx+ C(∥∇l+1ϱ∥2L2 + ∥∇l+2ϱ∥2L2) . ∥∇l+1u∥2L2 . (1-11)






其中 1 ≤ m ≤ N，0 ≤ l ≤ m − 1，并且 l 为其最小的导数计数。然后，我们将通过
导出这些能量方程的 Lyapunov 形式的不等式，来使得能量估计在弱意义下封闭。这





E30 (t)Dml (t) 来控制，在本论文中，我们将大量的对高阶和低阶空间导数使用
Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 插值不等式。
在第四节中，我们推导了可压 Navier-Stokes-Korteweg 系统的负 Sobolev 估计。为
了用 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式来估计作用了 Λ−s 之后的非线性项，我们需要
限制 s < 3/2，并且需要分 s ∈ (0, 1/2] 和 s ∈ (1/2, 3/2) 两种情况来考虑。一旦这些估
计都得到了，Theorem 1.1 可由关于负的和正的 Sobolev 范数的插值不等式得到。
本论文的第五节为 Theorem 1.1 的证明过程。我们简单介绍其主要的证明思路。
首先，我们可以从第三节的 Lemma 3.1 和 Lemma 3.2 推导出 (1-6)。然后根据常规方
法 [2]、局部存在性、先验估计和连续性讨论，我们可以得到问题 (1-1) 的全局存在性。
最后，我们用能量估计得到 Lypunov 形式的能量不等式，然后结合 lemma 4.1，则可
得到 (1-7) 和 (1-8) 的证明。
Notation. 在本论文中，Lp 和 Hs 分别为通常意义下的 R3 上的 Lp 和 Sobolev














第 一 节 引言
数。 Λ−s (s > 0) 在第二节中有定义。我们用 Ḣs 代表 R3 上的齐次 Sobolev 空间。其















第 二 节 预备知识





Lemma 2.1. 令 0 ≤ s, α ≤ l，我们有

















Proof. 这是 [35] (pp. 125, Theorem) 的一个特例。
然后，为了估计在 (3.4) 定义的 h 和 f 的空间导数的 L∞ 范数，我们将回顾以下
定理：
Lemma 2.2. 如果 ∥ϱ∥H2 ≤ 1，g(ϱ) 为 ϱ 的光滑函数，且其任意阶导数都有界，则对
于任意的整数 m ≥ 1，我们有：
∥∇m(g(ϱ))∥L∞ ≤ ∥∇mϱ∥1/4L2 ∥∇
m+2ϱ∥3/4L2 . (2-3)
Proof. 见 Lemma 3.1 [1]。
Lemma 2.3. 令 m ≥ 1 为整数，则下面等式定义的记号：
[∇m, f ]g := ∇m(fg)− f∇mg, (2-4)
有以下控制
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Proof. 见 Lemma 3.1 [36]。
接下来，为了建立负 Sobolev 估计，我们需要以下与负 Sobolev 范数有关的定理。
B. 负 Sobolev 范数.





其中 ĝ 为 g 的 Fourier 变换。
另外，我们还需要定义关于 g 的齐次 Sobolev 空间 Ḣs，其范数定义为：
∥g∥Ḣs := ∥Λ
sg∥L2 = ∥|ξ|sĝ∥L2 . (2-8)
其中指数 s可以为非正实数。但是，为了方便，当 s为负数时，我们将会用 ”−s”, s ≥ 0
来代替 s。下面我们将演示有关负指数 s 的一些特殊的 Sobolev 插值定理。
Lemma 2.4. 若 s ≥ 0, l ≥ 0, 则有
∥∇lg∥L2 ≤ ∥∇l+1g∥1−θL2 ∥g∥
θ
Ḣ−s
, 其中 θ =
1
l + s+ 1
. (2-9)
Proof. 由 Parseval 定理，齐次 Sobolev 空间的范数的定义 (2-8) 和 Hölder’s 不等式，
我们有
∥∇lg∥L2 = ∥|ξ|lĝ∥L2 ≤ ∥|ξ|l+1ĝ∥1−θL2 ∥|ξ|




如果 s ∈ (0, 3)，则由 (2-7)定义的 Λ−sg 为 Riesz位势，并且 Hardy-Littlewood-Sobolev
定理可推出下列有关 Riesz 位势的 Lp 形式的不等式:
Lemma 2.5. 令 0 < s < 3, 1 < p < q < ∞, 1/q + s/3 = 1/p，则
∥Λ−sg∥Lq ≤ ∥g∥Lp . (2-11)














第 三 节 能量估计
第 三 节 能量估计
本节我们将开始对问题 (1-1) 应用能量估计。首先令 ϱ := ρ − 1，则问题 (1-1) 可
改写为： 
∂tϱ+ divu = −div(ϱu),
∂tu− µ∆u− (µ+ λ)∇divu+∇ϱ− κ∇∆ϱ =
−(u · ∇)u− h(ϱ)(µ∆u+ (µ+ λ)∇divu)− f(ϱ)∇ϱ,










另外，为了得到与问题 (1-1) 等同的问题 (3-1) 的先验能量估计，我们假定对于充分小
的正常数 δ，有 √




≤ ϱ+ 1 ≤ 2. (3-4)
由此，我们马上可以得到









|∇kϱ|2 + |∇ku|2 + κ|∇k+1ϱ|2dx+ C∥∇k+1u∥2L2
.
√
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